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P R E D I C T I O N P R O B L E M

I P r e d i c t i o n P r o b l e m

W e o b s e r v e a v e c t o r o f o u t c o m e y ∈ Rn a n d a m a t r i x o f c o v a r i a t e s X ∈ Rn×d . W e w a n t t o

fi n d a f u n c t i o n o f t h e d a t a t h a t g i v e s t h e b e s t p r e d i c t i o n o f y . H o w ?

( i ) W e d e fi n e t h e p r e d i c t i o n e r r o r s : e := y − f (X) i n t e r m s o f a g e n e r i c f u n c t i o n f (·)
( i ) W e s p e c i f y t h e l o s s f u n c t i o n : L(e) := e ′e

( i ) W e m i n i m i z e t h e e x p e c t e d l o s s µ(X) := argmin
f (X)

E
[
(y − f (X))′(y − f (X))

]

I C o n d i t i o n a l E x p e c t a t i o n

T h e s o l u t i o n t o t h e p r e d i c t i o n p r o b l e m i s t h e c o n d i t i o n a l e x p e c t a t i o n µ(X) = E[y | X], t h a t
i s t h e b e s t m e a n s q u a r e p r e d i c t o r o f y g i v e n X .
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C O N D I T I O N A L E X P E C T A T I O N

I P r o j e c t i o n I n t e r p r e t a t i o n

T h e c o n d i t i o n a l e x p e c t a t i o n c a n b e i n t e r p r e t e d a s a p r o j e c t i o n o f y o n t o t h e s p a c e o f a l l

s q u a r e - i n t e g r a b l e f u n c t i o n s o f X . T h e f o l l o w i n g d e c o m p o s i t i o n a l w a y s h o l d s :

y = E[y | X] + u ,

I K e y P r o p e r t i e s

E[y | X] i s a r a n d o m v a r i a b l e t h a t i s m e a s u r a b l e w i t h r e s p e c t t o t h e σ- fi e l d g e n e r a t e d b y X .

E[u | X] = 0 b y c o n s t r u c t i o n , s i n c e u i s w h a t ’s l e f t a f t e r u s i n g a l l t h e i n f o r m a t i o n i n X .

I I m p l i c a t i o n s

( i ) E[u] = 0

( i i ) E[X ′u] = 0

( i i i ) E[g(X)′u] = 0 f o r a n y f u n c t i o n g(·)
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P O P U L A T I O N L I N E A R R E G R E S S I O N

I E x p a n d i n g t h e F r a m e w o r k

L e t Z ∈ Rn×k b e a d d i t i o n a l c o v a r i a t e s , t h e n E[u | X,Z] = 0 ⇒ E[u | X] = 0

W e a l s o i m p o s e t h e l i n e a r i t y o f t h e c o n d i t i o n a l e x p e c t a t i o n :

E[y | X,Z] = Xβ + Zδ

I P a r t i a l l i n g - O u t T h e o r e m

D e fi n e t h e r e s i d u a l i z e d v a r i a b l e s : R := X − E[X | Z] a n d v := y − E[y | Z], u n d e r t h e
l i n e a r i t y o f t h e c o n d i t i o n a l e x p e c t a t i o n E[y | X,Z] = Xβ + Zδ , t h e n :

β =
(
E[R′R]

)−1E[R′v ]
I n t u i t i o n : β m e a s u r e s t h e p a r t i a l c o r r e l a t i o n b e t w e e n X a n d y , a f t e r r e m o v i n g f r o m b o t h

r a n d o m v a r i a b l e s a l l v a r i a t i o n e x p l a i n e d b y Z .
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P O P U L A T I O N L I N E A R R E G R E S S I O N

P r o o f

S t a r t f r o m t h e m o d e l a n d t a k e c o n d i t i o n a l e x p e c t a t i o n s g i v e n Z :

( i ) y = Xβ + Zδ + u

( i i ) E[y | Z] = E[X | Z]β + Zδ

S u b t r a c t i n g ( i i ) f r o m ( i ) a n d u s i n g E[u | Z] = 0:

y − E[y | Z]︸ ︷︷ ︸
v

= (X − E[X | Z])︸ ︷︷ ︸
R

β + u =⇒ v = Rβ + u.

P r e m u l t i p l y b y R′ a n d t a k e e x p e c t a t i o n s :

E[R′v ] = E[R′R]β + E[R′u]︸ ︷︷ ︸
=0

=⇒ β =
(
E[R′R]

)−1E[R′v ].
T h e t e r m E[R′u] = 0 v a n i s h e s b e c a u s e g i v e n t h e a s s u m p t i o n E[u | X,Z] = 0, b y t h e l a w o f

i t e r a t e d e x p e c t a t i o n s E[R′u] = E
[
R′ E[u | X,Z]

]
= 0. �
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S A M P L E L I N E A R R E G R E S S I O N

I F r a m e w o r k

W e o b s e r v e a n o u t c o m e y ∈ Rn a n d a m a t r i x o f c o v a r i a t e s X ∈ Rn×(p+1) , w h o s e fi r s t

c o l u m n i s a c o n s t a n t :

y =

y1...
yn

 , X =

1 x11 · · · x1p
.
.
.

.

.

.

.

.

.

1 xn1 · · · xnp

 = [
1 x1 · · · xp

]
.

I L i n e a r R e g r e s s i o n

G o a l : p r o d u c e t h e b e s t p r e d i c t i o n o f y u n d e r t h e s a m p l e a v e r a g e s q u a r e d l o s s . W e d o s o b y

u s i n g a l i n e a r c o m b i n a t i o n o f t h e c o l u m n s o f X , w i t h w e i g h t s b ∈ Rp+1 :

Xb = 1 b0 + x1b1 + · · ·+ xpbp.

T h e s e t o f a l l s u c h c o m b i n a t i o n s i s t h e c o l u m n s p a n o f X , C(X) = {Xb : b ∈ Rp+1} ∈ Rn
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G E O M E T R Y O F T H E P R E D I C T I O N

I B e s t P r e d i c t i o n

A s s u m e y l i e s o u t s i d e C(X). O u r b e s t p r e d i c t i o n i s t h e v e c t o r o f fi t t e d v a l u e s ŷ ∈ C(X)
t h a t i s t h e c l o s e s t t o y ( u n i q u e w h e n X f u l l c o l u m n r a n k ) . N i c e e q u i v a l e n c e :

ŷ := arg min
c ∈C(X)

‖y − c‖2 ⇐⇒ β̂ := arg min
b ∈Rp+1

‖y −Xb‖2.

G o a l : b e s t l i n e a r c o m b i n a t i o n o f t h e m R e s u l t : r e s i d u a l p e r p e n d i c u l a r t o t h e p l a n e
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O R T H O G O N A L I T Y C O N D I T I O N

I D e c o m p o s i t i o n

W e c a n s p l i t t h e o b s e r v e d y i n t o t h e fi t t e d v a l u e , o u r b e s t p r e d i c t i o n , p l u s t h e r e s i d u a l :

y = ŷ + û = Xβ̂ + û

I O r t h o g o n a l i t y

I f ŷ i s o u r b e s t p r e d i c t i o n , t h e r e s i d u a l m u s t b e o r t h o g o n a l t o t h e p l a n e C(X), o t h e r w i s e w e

c o u l d m o v e a l i t t l e i n s i d e t h e p l a n e a n d g e t c l o s e r t o y . T h e n :

ŷ ′û = 0 ⇒ (Xβ̂)′û = 0 ⇒ β̂′(X ′û) = 0 ⇒ X ′û = 0

( I n t h e l a s t s t e p w e r u l e o u t β̂ = 0 , o t h e r w i s e β̂′(X ′û) = 0 f o r a n y r e s i d u a l . )
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O R T H O G O N A L I T Y C O N D I T I O N

I D e c o m p o s i t i o n

A s s u m e X h a s f u l l c o l u m n r a n k . I f ŷ i s t h e c l o s e s t p o i n t i n C(X) t o y , i . e .
ŷ = arg min

c ∈C(X)
‖y − c‖2 , t h e n t h e r e s i d u a l û := y − ŷ s a t i s fi e s X ′û = 0.

P r o o f

A n y c o m p e t i t o r i n C(X) c a n b e w r i t t e n a s y ? = ŷ +Xδ , w i t h δ ∈ Rp+1 . W e a r g u e b y

c o n t r a d i c t i o n : s u p p o s e X ′û 6= 0 a n d b u i l d a c o m p e t i t o r s t r i c t l y c l o s e r t o y .

M e a s u r e t h e d i s t a n c e o f s u c h a c o m p e t i t o r t o y :

‖y − y ∗‖2 = ‖û −Xδ‖2 = û ′û + δ ′X ′Xδ − 2δ ′X ′û︸ ︷︷ ︸
=:Q(δ)

.

Q(δ) i s q u a d r a t i c , w i t h g r a d i e n t ∇Q = 2X ′Xδ − 2X ′û a n d H e s s i a n 2X ′X � 0, s o i t i s

c o n v e x w i t h a u n i q u e m i n i m i z e r

δ∗ = (X ′X)−1X ′û, Q(δ∗) = − û ′X(X ′X)−1X ′û < 0.

T h e n ‖y − y ∗‖2 < ‖y − ŷ‖2 , c o n t r a d i c t i n g t h a t ŷ i s t h e c l o s e s t p o i n t . H e n c e X ′û = 0. �
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F R O M O R T H O G O N A L I T Y T O O L S

I T w o P r o p e r t i e s

W r i t i n g X ′û = 0 c o l u m n b y c o l u m n , g i v e s t w o n i c e p r o p e r t i e s : ( i ) t h e r e s i d u a l s s u m t o z e r o ;

( i i ) t h e y a r e o r t h o g o n a l t o e a c h c o l u m n o f X .

X ′û =


1′û

x ′1û
.
.
.

x ′pû

 =


∑
i ûi∑
i xi1ûi
.
.
.∑
i xipûi

 = 0,

I T h e O l d E s t i m a t o r

S u b s t i t u t i n g û = y −Xβ̂ i n t o X ′û = 0 , w e r e c o v e r t h e f a m i l i a r O L S e s t i m a t o r :

X ′(y −Xβ̂) = 0 =⇒ X ′y = X ′Xβ̂ =⇒ β̂ = (X ′X)−1X ′y .
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P R O J E C T I O N M A T R I C E S

I O r t h o g o n a l P r o j e c t i o n

W e d e fi n e t h e o r t h o g o n a l p r o j e c t i o n o p e r a t o r Px := X(X
′X)−1X ′ , w h i c h p r o j e c t s y o n t o

C(X) t o g i v e t h e fi t t e d v a l u e s ŷ = Pxy . I t k e e p s t h e c o l u m n s o f X a n d a n n i h i l a t e s t h e

r e s i d u a l :

PxX = X, Px û = 0.

I A n n i h i l a t o r M a t r i x

T h e a n n i h i l a t o r m a t r i x Mx := I − Px r e t u r n s w h a t i s l e f t u n e x p l a i n e d , i . e . t h e r e s i d u a l

û = Mxy . I t a n n i h i l a t e s t h e c o l u m n s o f X a n d k e e p s t h e r e s i d u a l :

MxX = 0, Mx û = û.

I P r o p e r t i e s

B o t h a r e s y m m e t r i c a n d i d e m p o t e n t , a n d m u t u a l l y o r t h o g o n a l :

P ′x = Px , P
2
x = Px , M ′x = Mx , M

2
x = Mx , MxPx = 0.
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F R I S C H – W A U G H – L O V E L L T H E O R E M

I S t a t e m e n t

C o n s i d e r t h e f u l l r e g r e s s i o n w i t h t w o b l o c k s o f r e g r e s s o r s : y = Xβ + Zδ + u . T h e O L S

c o e f fi c i e n t β̂ f r o m t h e f u l l r e g r e s s i o n i s i d e n t i c a l t o t h e c o e f fi c i e n t f r o m a s h o r t r e g r e s s i o n

o n r e s i d u a l i z e d v a r i a b l e s :

β̂ = (X ′MzX)
−1X ′Mzy = (R̂

′R̂)−1R̂′v̂ ,

w h e r e R̂ = MzX i s t h e r e s i d u a l f r o m r e g r e s s i n g X o n Z , a n d v̂ = Mzy t h e r e s i d u a l f r o m

r e g r e s s i n g y o n Z .

I R e a d i n g

T h i s i s t h e s a m p l e a n a l o g u e o f t h e p o p u l a t i o n p a r t i a l l i n g - o u t t h e o r e m : β̂ c a p t u r e s t h e

r e l a t i o n b e t w e e n y a n d X a f t e r n e t t i n g Z o u t o f b o t h .
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F R I S C H – W A U G H – L O V E L L T H E O R E M

P r o o f

S t a r t f r o m t h e fi t t e d f u l l r e g r e s s i o n a n d p r e m u l t i p l y b y Mz , u s i n g MzZ = 0 a n d

Z ′û = 0⇒ Mz û = û :

y = Xβ̂ + Zδ̂ + û

Mzy = MzXβ̂ +MzZ︸ ︷︷ ︸
=0

δ̂ +Mz û︸︷︷︸
= û

.

P r e m u l t i p l y b y X ′ a n d u s e X ′û = 0:

X ′Mzy = X
′MzX β̂ =⇒ β̂ = (X ′MzX)

−1X ′Mzy .

F i n a l l y , s i n c e Mz i s s y m m e t r i c a n d i d e m p o t e n t (Mz = M
′
zMz ) :

X ′MzX = (MzX)
′(MzX) = R̂

′R̂, X ′Mzy = (MzX)
′(Mzy) = R̂

′v̂ ,

h e n c e β̂ = (R̂′R̂)−1R̂′v̂ . �
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G O O D N E S S O F F I T

I D i a g n o s t i c

G i v e n o u r r e g r e s s i o n m o d e l , w e w a n t t o s t u d y w h a t p e r c e n t a g e o f t h e s a m p l e v a r i a b i l i t y o f

y i s e x p l a i n e d b y t h e m o d e l . S t a r t f r o m t h e a r g u m e n t o f t h e s a m p l e v a r i a n c e :

S2 =
1

n − 1
∑
i

(yi − ȳ)2

yi − ȳ = ûi + (ŷi − ȳ)

(yi − ȳ)2 = û2i + (ŷi − ȳ)2 + 2 ûi(ŷi − ȳ)∑
i(yi − ȳ)

2 =
∑
i û
2
i +

∑
i(ŷi − ȳ)

2 + 2
(∑

i ûi ŷi − ȳ
∑
i ûi

)
T h e c r o s s t e r m v a n i s h e s s i n c e ŷ ′û = 0 a n d

∑
i ûi = 0, l e a v i n g∑

i(yi − ȳ)
2︸ ︷︷ ︸

T S S

=
∑
i û
2
i︸ ︷︷ ︸

R S S

+
∑
i(ŷi − ȳ)

2︸ ︷︷ ︸
E S S

=⇒ R2 :=
E S S

T S S
= 1− R S S

T S S
.

R2 ∈ [0, 1] i s t h e f r a c t i o n o f t h e s a m p l e v a r i a b i l i t y o f y e x p l a i n e d b y t h e m o d e l .
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G O O D N E S S O F F I T

I R e a d i n g t h e R2

T h e c h a r t s h o w s t h e d a t a (xi , yi), t h e fi t t e d l i n e ŷ = β̂0 + β̂1x , t h e m e a n ȳ ( d a s h e d ) , a n d t h e

r e s i d u a l s ûi ( g r a y )
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